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N E D E R L A N D S E S A M E N VAT T I N G
Speltheorie is een gebied in de wiskunde dat de strategische interactie tus-
sen verschillende beslissers (of spelers) analyseert en probeert te voorspellen.
In dit proefschrift bestuderen we strategische spellen, waarin een beperkte
hoeveelheid goederen moet worden verdeeld onder de verschillende deel-
nemers van het spel. Zulke spellen zijn er in vele varianten te vinden, en
in deze thesis bekijken we twee soorten spellen in het bijzonder: atomisch
deelbare congestiespellen en multimarkt Cournot competities. In deze spel-
len zijn er een aantal essentiële elementen: een verzameling van spelers,
een verzameling van mogelijke strategieën voor iedere speler, en een func-
tie voor iedere speler die een waarde toekent aan de gespeelde combinatie
van strategieën. We leggen we de atomisch deelbare congestiespellen en
Cournot competities iets preciezer uit.
In een atomisch deelbaar congestiespel is er een verzameling spelers en
een verzameling hulpbronnen. Daarnaast heeft iedere speler een ‘vraag’
naar de hulpbronnen, en kan ze deze vraag verdelen over verschillende
toegestane combinaties van hulpbronnen. De prijs die moet worden be-
taald voor het gebruiken van een hulpbron hangt af van de totale vraag
naar deze specifieke hulpbron. Het doel van iedere speler is om egoïstisch
haar eigen kosten te minimaliseren. Een voorbeeld van een atomisch deel-
baar congestiespel vinden we in het olie transport. Stel dat de overheid een
netwerk van oliepijpen heeft liggen, en verschillende bedrijven willen olie
transporteren door dit netwerk. Dan zijn er mogelijk meerdere routes waar-
door de olie getransporteerd kan worden. Een bedrijf kan er voor kiezen
om al haar olie door dezelfde route te transporteren, of dit te verdelen over
verschillende routes. Om een pijp te mogen gebruiken moet er een vergoe-
ding worden betaald aan de overheid, en die vergoeding hangt af van de
totale hoeveelheid olie die alle bedrijven samen door dit netwerk willen
transporteren. Des te groter de totale vraag, des te hoger de prijs. Andere
toepassingen van atomisch deelbare congestiespellen zijn te vinden in het
verkeer, het overbrengen van data over het internet en het opslaan van data
in datacentra.
In een Cournot competitie spreken we over een verzameling bedrijven
die allemaal een vergelijkbaar product willen verkopen op verschillende
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markten. Daarnaast kan het zijn dat niet ieder bedrijf toegang heeft tot ie-
dere markt. De prijs die bedrijven voor hun product in een bepaalde markt
kunnen vragen hangt af van het totale aanbod op die markt. Daarnaast
moet ieder bedrijf rekening houden met de kosten die ze maken voor het
produceren van hun product. Het doel van ieder bedrijf is om haar eigen
winst te maximaliseren. In dit geval kan je denken aan de 77 verschillende
cola merken. Niet alle 77 merken zijn beschikbaar in ieder land. Zo wordt
Amrat Cola wel verkocht in Pakistan, maar niet in Nederland. In een strate-
gie bepaalt een bedrijf hoeveel cola ze in totaal moet produceren en hoeveel
cola er in welke landen verkocht moet worden.
Een belangrijk concept binnen de speltheorie is het Nash-evenwicht. Een
Nash-evenwicht is een collectie van strategieën waarin geen enkele spe-
ler kan profiteren van een wijziging in haar eigen strategie, wanneer ze
aanneemt dat alle andere spelers hun gekozen strategie behouden. Zo’n
evenwicht wordt ook wel een stabiele oplossing genoemd. Merk op dat
een Nash-evenwicht meestal hogere kosten met zich meebrengt dan een
strategie profiel dat is bepaald door een centrale autoriteit. In multimarkt
Cournot competities spreken we van een Cournot-Nash evenwicht. Dit be-
tekent dat een evenwicht wordt gegeven in de optimale verkoopcijfers voor
ieder land.
In dit proefschrift vind u drie artikelen die Nash-evenwichten analyseren
in atomisch deelbare congestiespellen en multimarkt Cournot competities.
We focussen ons op twee aspecten: het vinden van een Nash-evenwicht en
bepalen aan welke criteria een spel moet voldoen zodat het Nash-evenwicht
uniek is.
hoofdstuk 2 We bestuderen voor welke verzamelingen van strategieën
een Nash-evenwicht gegarandeerd uniek is. Het uniek zijn van evenwich-
ten is een fundamentele eigenschap van een strategisch spel. Deze eigen-
schap maakt het namelijk mogelijk om van te voren de uitkomst van het
spel te voorspellen. Wanneer er meerdere evenwichten mogelijk zijn, is het
niet duidelijk welk evenwicht zal worden geselecteerd door de spelers.
Het belangrijkste resultaat dat we in dit hoofdstuk bewijzen is gebaseerd
op de theorie over polymatroïden. We introduceren een speciale klasse van
polymatroïden en noemen die tweezijdige stroom-polymatroïden. Het Nash-
evenwicht van een spel is uniek wanneer voor iedere speler geldt dat
haar mogelijke strategieën samen een basis vormen van een tweezijdige
stroom-polymatroïde. Daarnaast bewijzen we dat de klasse van tweezijdige
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stroom-polymatroïden de bekende klasse van basisorderbare matroïden be-
vat, welke regelmatig voorkomen in de praktijk.
We vullen onze resultaten aan met de theorie dat matroïden noodzakelijk
zijn om te garanderen dat het Nash-evenwicht uniek is. In andere woorden,
voor elk atomisch deelbaar congestiespel met ten minste drie spelers geldt
dat als er een speler bestaat waarvoor de strategieruimte niet gelijk is aan
de basis van een matroïde, er een isomorfisme bestaat naar een een spel
dat meerdere evenwichten heeft. Er is nog niets bekend over spellen waar
de staretegie ruimtes van de spelers wel matroïden zijn, maar geen basisor-
derbare matroïden.
Daarnaast bestuderen we ook voor welke kostenfuncties van de hulp-
bronnen we kunnen garanderen dat er een uniek Nash-evenwicht is. Uit
eerder onderzoek was bekend dat wanneer alle kostenfuncties polynomen
zijn met een graad van maximaal drie, de evenwichten uniek zijn. We gene-
raliseren dit bewijs en introduceren een grotere klasse van kostenfuncties
waarvoor hetzelfde resultaat geldt.
hoofdstuk 3 In dit hoofdstuk ontwikkelen we het eerste algoritme dat
Nash-evenwichten construeert binnen polynomiale tijd, voor atomisch deel-
bare congestiespellen met affiene kostenfuncties en wanneer de strategieën
bestaan uit slechts één element. Ons algoritme is puur combinatorisch en
construeert een exact evenwicht wanneer de invoer rationeel is. Het idee is
om een puur Nash-evenwicht te vinden voor een geassocieerde geheeltallig-
deelbare polymatroïde, waar spelers hun vraag alleen kunnen verdelen in
geheeltallige veelvouden van een gemeenschappelijke pakketgrootte. Hoe-
wel geheeltallig-deelbare congestiespellen al eerder zijn bestudeerd, is er
nog geen algoritme bekend dat Nash-evenwichten in polynomiale tijd con-
strueert. Ook voor deze klasse ontwikkelen we het eerste algoritme dat
werkt in polynomiale tijd en gebruiken deze als bouwsteen voor ons be-
langrijkste resultaat van dit hoofdstuk.
Daarnaast ontwikkelen we ook een transformatie, die werkt binnen poly-
nomiale tijd, van een multimarkt Cournot competitie met bedrijfs-specifieke
affiene prijsfuncties en kwadratische productiekosten naar een atomisch
deelbaar congestiespel. Deze transformatie behoudt de evenwichten, en
daarom kunnen we via ons algoritme voor atomisch deelbare congestie-
spellen ook voor deze spellen de Nash-evenwichten vinden binnen polyno-
miale tijd. Tenslotte volgen uit onze analyse ook nieuwe grenzen op het ver-
schil tussen atomisch deelbare en geheeltallig-deelbare Cournot-evenwichten.
Deze nieuwe grenzen kunnen worden gezien als een generalisatie van
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de recente grenzen voor Cournot-competities op een enkele markt door
Todd [69].
hoofdstuk 4 We construeren we -benaderbare Nash-evenwichten voor
atomisch deelbare congestiespellen met convexe kostenfuncties, en strate-
gieruimtes die gelijk zijn aan de basis van een polymatroïde. Net als in
Hoofdstuk 3, pakken we dit aan door een puur Nash-evenwicht te vin-
den voor een geassocieerde geheeltallig-deelbare polymatroïde. We weten
dat een Nash-evenwicht voor een geheeltallig-deelbaar congestiespel ge-
construeerd kan worden binnen pseudo-polynomiale tijd. In dit hoofdstuk
beslissen we voor iedere  ą 0 over een pakketgrootte k, zodat het geas-
socieerde k-deelbare evenwicht een -benaderbaar evenwicht is voor het
originele atomisch deelbare congestiespel.
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